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On étudie ici le comportement d’une boule de billard en mouvement sur
un polygone et qui rebondit sur les bords du polygone selon la loi de
réflexion de Snell-Descartes.

Nous nous intéressons & des billards dont la surface est un polygone. La
premiére partie présente I’historique et les méthodes pour construire des
trajectoires périodiques dans un triangle. La deuxiéme partie s’intéresse
aux trajectoires périodiques dans les polygones rationnels. La troisiéme
partie étudie le comportement des trajectoires non-périodiques sur un
polygone rationnel.
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1 Introduction

1.1 Contexte historique

En mathématiques, le billard est un exemple de systéme dynamique, c’est & dire
ce qu’on appelle un espace de phase représentant ’ensemble des états possibles
d’un systéme, muni d’une loi d’évolution ou transformation donnant ’état du
systéme dans un temps ultérieur.

La théorie des systémes dynamiques a été initiée par Henri Poincaré qui s’intéressait
au probléme des "n corps", par exemple ’étude de la stabilité du systéme solaire.

1l s’agissait alors de modéliser les astres par des masses ponctuelles soumises & la
loi universelle de gravitation de Newton & travers des équations différentielles.
Puis, la théorie s’est diversifiée en servant de cadre & beaucoup d’autres sys-
témes d’études comme par exemple 1’étude des gaz.

Un billard mathématique est un systéme dynamique dans lequel une particule
est en mouvement & vitesse constante sur une surface et effectue des rebonds
sur des parois. L’angle de rebond est identique & I’angle d’incidence au moment
de choc.

On peut par exemple étudier la particule & 'intérieur d’un cercle, mais aussi a
I'extérieur de plusieurs cercles dans le plan, de diamétre un demi et de centre
les entiers de Gauss. On appelle cela un billard dual. D’autre part, on peut
remplacer le cercle par tout autre figure fermée, qu’elle soit concave, ou convexe,
connexe ou non. Les figures trés étudiés sont celles elliptiques et polygonales.
De plus, on peut rajouter a l'intérieur de ces figures des segments contre lesquels
la particule rebondit.



1.2 Approche intuitive

Dans ce rapport, on s’intéresse au jeu de billard classique. Considérons une
boule de billard lancée sur un billard planaire & vitesse constante et supposons
qu’elle ne subit pas de frottement. Elle rebondit sur les bords selon la loi de
réflexion de Snell-Descartes. L’angle de réflexion a la méme valeur que 'angle
d’incidence mais leur sens sont opposés:

On repére ses positions au cours du temps qui forment alors sa trajectoire. On
peut se poser beaucoup de questions sur le comportement de cette trajectoire,
par exemple :

e Se refermera-t-elle sur elle-méme ?

e Sinon, passera-t-elle par n’importe quel endroit du billard, plus souvent
qu’a d’autres endroits 7

Définition 1.1 (Polygone). On entend par polygone une figure plane connexe
et fermée par des segments de droite qu’on appelle les cotés.

On suppose que le polygone ne soit pas dégénéré: 3 sommets ne peuvent pas
étre alignés. Nous nous intéressons a des billards dont la surface est un polygone.

Notation: [k] désigne l'intervalle {1;2;...;k} pour un k € N.



2 Trajectoires périodiques dans un triangle

L’étude des trajectoires périodiques peut se réduire & un probléme géométrique.
Quand la trajectoire se referme sur elle-méme, elle devient une figure géométrique
bien établie au sein du polygone indépendamment du temps. Dans cette partie,
nous étudions les trajectoires périodiques selon une approche géométrique. On
suppose que la trajectoire ne touche aucun sommet du triangle.

Cette partie est informative et présente les grandes lignes du probléme de Fag-
nano. On pourra dans la lecture sauter certains paragraphes dont 1’objectif est
de donner une justification intuitive mais pas nécessaire pour la compréhension.

Probléme de Fagnano: Tout triangle posséde-t’il une trajectoire périodique?

Pour le restant de la section, on se donne un triangle d’angles (a, 8 et 7) et
de sommets respectifs A, B, C. On désigne un segment [IJ] par IJ. On pose par
défaut la longueur de AB égale 4 1: L(AB)=L

Définition 2.1. Un lien est un segment de trajectoire périodique dont les ex-
trémités appartiennent aux bords du triangle. On dira qu’un lien est dans un
angle 0 si les deux extrémités sont sur les cotés formant 9.

Définition 2.2. Un triangle est obtus si un de ses angles est obtus. Sinon il est
aigu. On dit qu’un triangle est périodique si il posséde une trajectoire périodique.

Définition 2.3. Une trajectoire périodique est dite stable si pour toute petite
perturbation du triangle au niveau des angles, le triangle obtenu contient une
trajectoire périodique proche de celle d’avant. Deux trajectoires sont proches si
elles ont le méme nombre de rebonds et que ces rebonds restent sur les mémes
cotés. Intuitivement, elles ont la méme forme.

L’ensemble des trajectoires périodiques que nous verrons dans cette section sont
stables, au sens de la définition 2.3.



2.1 L’espace de recherche

A rotation prés, on peut imposer que v soit le plus grand angle du triangle. On
détermine le triangle par le couple («, 8) qui correspond & un point dans un
carré de coté de longueur 7 muni d’un repere orthonormé d’origine le coin en
bas & gauche. Les couples (o, B) et (8, «) désigne le méme triangle donc la
figure des solutions pour les triangles périodiques sera symétrique par rapport

a la droite d’équation y = x.

B

2.2 La méthode de Fagnano, 1775

Cette méthode permet de construire une trajectoire pour tout triangle dont
les angles sont strictement inférieurs & w/2: les triangles aigus. On trace les
hauteurs du triangle et on note les points d’intersection avec les cotés opposés.
Ces points forment le triangle orthique, qui constitue une trajectoire périodique
pour le triangle d’origine.

La démonstration de ce fait repose essentiellement sur le théoréme des angles
inscrits.[1].



2.3 La technique du supertriangle, 1991

Pour des triangles obtus, il est parfois possible d’obtenir une trajectoire péri-
odique en généralisant la méthode de Fagnano par la technique du supertriangle.

A partir d’un triangle obtus de départ ABC, on effectue les réflexions du triangle
par rapport aux cotés AC et BC et on repére les bords d’extrémités A ou B des
nouveaux triangles dits dépliés. On peut éventuellement effectuer des nouvelles
réflexions des triangles dépliés par rapport a leur bord d’extrémité A ou B et
noter les nouveaux bords d’extrémité A ou B des nouveaux triangles dépliés.
On note alors k le nombre de triangles autour de A et n le nombre de trian-
gles autour du point B. Si lorsque ’on prolonge ces bords en des demi-droites
d’origine A et B, il y a un point d’intersection I (qui n’apparait pas sur la figure),
alors celui-ci forme un nouveau triangle BIC qui est surnommeé le supertriangle.
On peut vérifier que BIC est aigu. On construit alors le lien de haut du trian-
gle orthique a partir triangle aigu BIC en tracant deux de ses hauteurs et leur
bases respectives Q et P. On sait que le segment QP est un lien de trajectoire
périodique pour le triangle BIC.

Cependant, on peut aussi montrer que, sous la condition que QP intersecte
le triangle ABC, alors cette intersection est aussi un lien de trajectoire péri-
odique pour ABC [7]. La démonstration repose sur le principe des dépliages et
I’utilisation des hauteurs du triangle.

Cette condition (C) est la suivante:

Jk,n € N* : (1 — cot(ka)tan(a)(1 — cot(nf)tan(B)) > 1 — tan(a)tan(B)

Concrétement, la somme 2(k 4+ n) — 1 sera le nombre de liens de la trajectoire
périodique. Plus précisément, on aura 2k — 1 liens dans «, 2n — 1 liens dans 8
et 1 seul dans ~.

On appelle les triangles possédant ce type de trajectoire des F-triangles en
I’honneur de Fagnano dont la découverte du triangle orthique a permi d’en
arriver & cette construction.



2.4 Le mystére des deltaplanes, 1992
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Images tirées de [7]
Si 'on trace la courbe sur ’espace de recherche, on obtient cette figure tirée de
|7] sur laquelle j’ai repassé certaines courbes. On observe alors le phénoméne que
j'avais essayé de caractériser dans un travail antérieur: la présence de courbes.
On note S(k,n) 'ensemble des couples («, 3) pour lesquels ’angle vérifie la con-
dition (C) définie plus haut, avec le choix des paramétres k et n. Chaque courbe
participe a la frontiére d’une aire de solution S(k,n) correspondant au nombre
de liens de la trajectoire périodique dans le triangle. Cette aire prend alors la
forme d’un deltaplane.
Par exemple, la courbe bleue est la frontiére de S(2,2): 3 liens dans « et 8. La
courbe verte est la frontiére de S(3,3) et la courbe rouge de S(3,2).
Les demi-droites partant de l'origine positionnent les extrémités des ailes des
deltaplanes. J’avais obtenu un résultat similaire avec une autre méthode [1].

Discussion sur la possibilité de caractériser ’aire des deltaplanes

La condition (C) est pesante et il est difficile de comprendre I’étendue ou les
types de triangles qui la satisfont, notamment la forme et l’aire correspon-
dant dans la zone de recherche. J’avais longuement cherché une explication
géométrique qui permettrait de retrouver explicitement des conditions pour en-
suite calculer I’aire, sans y parvenir.



Dans [7], les auteurs ont da faire face au méme obstacle. Peut étre qu’il faut
simplement prendre la condition telle quelle. Peut étre qu’il n’y a pas de moyen
pour calculer cette aire. La courbe est bien définie par la condition, il suffirait
de calculer cette aire par intégration assistée d’un ordinateur. On obtiendrait
une valeur approchée entre 0 et ”72. Mais on ne saurait pas si ce nombre est
exprimable selon certaines autres quantités bien connues.

Il n’est pas trés étonnant de se trouver face a ce genre de condition quand on
accepte que les triangles et la notion trajectoire périodique au travers des réflex-
ions selon la loi de réflexion de Snell-Descartes n’ont a priori aucun rapport.
Peut étre qu’il ne faut pas trop s’attendre & ’émergence de conditions aussi
explicites que celle de la méthode de Fagnano, qui donnent alors a l'aire des
solutions de Fagnano une valeur simple et explicite: %2,
Pourtant ce pourrait étre le cas.

Il est trés possible que la valeur de laire soit une quantité propre au probléme
des trajectoires périodiques dans les triangles, de la méme maniére qu’il n’y a
pas d’autres moyens de signifier le rapport constant de la circonférence d’un
cercle & son diamétre que de dire que c’est justement cette méme quantité qu’on
appelle 7 et que les grecs avaient essayé d’exprimer rationnellement sans succes.

la moitié de celle carré.

2.5 La méthode des générateurs, 1999

Définition 2.4 (Trajectoire impaire). Une trajectoire est dite impaire si son
nombre de liens est impair.

Théoréme 2.5 (Trajectoire stable). Une trajectoire est impaire si et seulement
st elle est stable

On rappelle que si la trajectoire est stable, alors par définition elle est péri-
odique. Si la trajectoire est impaire, elle est évidemment périodique car son
nombre de liens doit étre fini. J’ai pu me pencher sur la démonstration du sens
direct qui est expliquée en [3].

On déduit alors que les trajectoires (2(k + n) + 1)-périodiques dont nous avons
parlé jusqu’a présents sont stables.

C’est en se basant sur ce résultat que Halbeisen et Hungerbuhler ont construit
leur méthode des générateurs, générateurs de trajectoires stables.

Pour ce faire, on associe aux cotés AB, AC et BC les chiffres "1","2" et "3".

Si on note Q,, = {1,2,3}{1"} et w,, = Q,,/p, , alors on peut associer & chaque
trajectoire périodique 'unique élément dans w, que ’on appelera "code" et qui
correspond aux numéros des cotés successifs sur lesquels rebondit la trajectoire.
Le groupe D,, est le groupe diédral correspondant aux n réflexions de la tra-
jectoire sur les cotés du triangle, comme on le verra dans le prochaine section.
Mais on peut déja comprendre qu’il permette d’enlever en tout cas les répéti-



tions d’un méme chiffre dans €2,,: 1 puis 1 seraient deux réflexions selon le coté
1, donc l'identité dans §2,,, donc n’apparaitrait pas dans w,,.

Définition 2.6. Un ensemble infini de |J, ., wn est appelé un générateur si
tout mot de cet ensemble est le code d’une trajectoire périodique stable dans un
triangle obtus.

Un générateur n’est donc pas vraiment informatif de la quantité de triangles
pour lequels il apporte une solution.
Le premier générateur découvert a été ’ensemble:

{132(12)F1(13)" " i k,n e Nk +n > 2}

En fait, ce générateur correspond aux trajectoires données par ’extension de
la méthode de Fagnano: la technique du supertriangle. La démonstration de
ce fait et de la propriété de générateur est direct quand on suppose valide la
technique du supertriangle.

Propriété importante: si ’on considére 'image par la réflexion de la trajectoire
aprés un rebond, on obtient un prolongement de la droite parcourue par la tra-
jectoire avant le rebond.

Ce paragraphe est une simple traduction de ce qui est expliqué en [3].

L’idée de la méthode des générateurs est de construire de nouveaux générateurs
a partir d’une situation dégénérée et de montrer qu’une perturbation adéquate
des angles « et § ménent & une trajectoire stable.

Le principe est le suivant:

On lance une boule de billard en la faisant longer de A vers B le bord AB de
maniére infiniment proche. Au lieu de faire réfléchir la boule sur le coté BC,
on effectue la réflexion ou dépliage du triangle selon BC et on prolonge en ligne
droite la trajectoire de la boule. Cette ligne droite intersecte un autre coté du
triangle déplié. On effectue la réflexion du triangle déplié par rapport a ce coté,
on prolonge la trajectoire en ligne droite, et ainsi de suite. On effectue ainsi des
dépliages du triangle de départ de maniére a rendre droite la trajectoire et on
note les cotés sur lequel elle aurait rebondi. Le cas limite ou 1’on fait confondre
le début de trajectoire & AB est la situation dégénérée dont on parlait. On
suppose pour le moment que la boule ne touche aucun sommet du triangle &
part le point B. Cela conduit a la situation figure 1.
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figure 1: situation dégénérée, tirée de
On suppose aussi pour le moment qu’au bout d’un certain nombre de réflexions,
la réflexion suivante se fera perpendiculaire au chemin suite & un coté vertical.
On justifiera cette supposition par la suite. A ce point P on fait réfléchir la
boule (et non plus le triangle) telle qu’elle revienne sur AB dans la direction
opposée. En effet, pour une réflexion perpendiculaire, le dépliage dans un sens
ou dans l'autre est le méme. Donc on peut repartir dans ’autre sens pour ne
pas & avoir répéter le méme motif.
En appliquant alors le raisonnement identique & gauche, on déduit finalement
que la trajectoire dans cette situation dégénérée sera périodique.
La séquence de réflexion a droite est: 3,1,3,1,3,2,1,2,1,2,1,3,1,3,1,2,1,2
La séquence de réflexion & gauche est: 2,1,2,1,2,1,2,1,3,1,3,1,2,1,2

On peut appliquer ce méme principe en longeant BC. Cependant il est inutile
de le faire pour AC par symétrie des triangles en inter-changeant les a et 3.
Comme on effectue un aller-retour pour chaque partie droite ou gauche, le nom-
bre total de cotés touchés est paire. Si la trajectoire touchait aussi le coté AB,
ce qu’elle fait bien dans le cas dégénéré, alors la trajectoire serait impaire. La
méthode des générateurs avance alors que pour une légére modification des an-
gles a et (3, il existe par stabilité une trajectoire périodique proche de celle dans
le cas dégénéré, dont le mot appartient alors & un générateur.

De cette affirmation un peu héative, il me semble qu’il faudrait a priori justifier
trois points:

e on aboutit dans les deux sens & un coté vertical
e on ne touche aucun autre sommet que A et B en passant au cas limite
e la propriété de stabilité fonctionne pour une situation dégénérée

Justification intuitive
A titre d’exemple, Halbeissen et Hungerbuhler présentent une partielle justifi-
cation de ces points en montrant en particulier que le générateur associé a la
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situation évoquée dans I’exemple ci-dessus est bien un générateur de trajectoires
stables:

Les deux premiers points découlent du choix du triangle associé & la situation
dégénérée:

Pour le premier point, on part justement d’un triangle tel que son dépliage
donne lieu dans les deux sens A vers B et B vers A, & un coté vertical.

Pour le deuxiéme point, on vérifie qu’il existe un espace de perturbation possible
des angles « et 3 tel que toutes les trajectoires issues de la situation dégénérée
dont celle dégénérée ne touchent pas de sommets des triangles modifiés associés
aux trajectoires modifiées

Pour le troisiéme point, ils ne s’y attardent pas puisqu’ils admettent que le tri-
angle orthique obtenu & partir des cotés verticaux légérement inclinés engendre
une trajectoire périodique & la maniére de la technique du supertriangle.

e =7
A R B
l

figure 2: situation non dégénérée, tiré de [3|

De leur point de vue c’est peut étre trivial. Néanmoins, on peut le justifier
en raisonnant par ’absurde en supposant que tout triangle PQR du type de la
figure 2 ne conduise pas & une trajectoire périodique. Alors en se ramenant a la
situation dégénérée avec les cotés verticaux, on obtiendrait une discontinuité de
la configuration non-périodique de PQR & la configuration bien périodique de
PQ de la figure 2, en observant que I’on fait finalement rebondir périodiquement
une boule entre les points P et Q des cotés verticaux.

Cette discontinuité de configuration de PQR passant de non-périodique & péri-
odique produirait une discontinuité de configuration dans ’ensemble des trian-
gles dépliés, puisqu’il n’y a aucun autre facteur pouvant expliquer cela. C’est
bien seuls les triangles dépliés qui déterminent PQR. Or cet ensemble de trian-
gles dépliés est justement perturbé de maniére continue ce qui est contradictoire.
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2.6 Conclusion sur la méthode des générateurs

Un générateur en soi ne détermine pas 1’étendue des triangles dans lesquels il
existe une trajectoire périodique de ce code, il dit simplement qu’il en existe
une pour un certain triangle. Néanmoins dans la construction et en particulier
pour ’hypothése sur les cotés verticaux, on donne des conditions nécessaires et
suffisantes sur ’étendue des angles « et 3.

Ainsi avec cette technique, Halbeissen et Hungerbuhler présentent ’étendue des
solutions pour quelques générateurs qu’ils ont trouvé et affirment qu’ils ont pu
montrer que 50% des triangles possédent une trajectoire périodique.

Image tirée de |3
On retrouve les formes issues des deltaplanes provenant du premier générateur,
auquel ont été ajoutés les points des solutions apportées par les autres généra-
teurs.

Ce qui m’avait interpelé dans la méthode des générateurs était une fois de plus
I'utilisation de I’angle droit pour trouver des trajectoires périodiques. De plus je
trouve astucieux le fait de partir de situation dégénérée. Je me suis alors apercu
par les points P et Q que la méthode des générateurs est encore une extension
de la méthode du supertriangle, donc une extension de la méthode de Fagnano.
Dans leur démonstration, ils utilisent ce triangle explicitement. Je pense qu’ils
avaient bien conscience de cette extension, méme s’ils n’y font pas mention
explicitement. Je pense aussi que c’est de cette idée qu’est née leur méthode
des générateurs: générer des codes & partir des hauteurs du supertriangle dans
I’espoir d’en avoir de suffisamment "bon" pour résoudre le probléme de Fagnano.

Gréce au programme McBilliard de R. Shwartz, une démonstration assistée par
ordinateur a établi que 99% des triangles contiennent une trajectoire périodique.
Ce qui laisse fortement penser que la réponse au probléme de Fagnano est oui.
Mais la difficulté de le montrer provient stirement du fait que pour certains
triangles, des générateurs plus complexes sont nécessaires. Alors il faudrait
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comprendre comment s’articulent les générateurs en fonction des triangles dans
loptique de mieux les manipuler et donc maitriser les générateurs plus com-
plexes, si cela est possible.

2.7 Un autre point de vue sur la méthode des générateurs

Quoiqu’il en soit les hauteurs des triangles sont intimement liées & leur trajec-
toires périodiques et plus qu’on ne pourrait le penser & premiére vue.
En travaillant de mon coté sur un certain générateur autre que

{132(12)F1(13)" " k,n e Nk +n > 2}

, je me suis apercu qu’il y avait un lien direct avec les hauteurs du triangle:
On se référera au dessin en dessous. Par construction sur geogebra, le début de
trajectoire en orange est une trajectoire périodique pour le triangle D jaune. Je
n’ai pas représenté toute la trajectoire par soucis de visibilité mais seulement
les deux droites oranges, essentielles pour ce que je veux expliquer.

En tracant les deux hauteurs bleues du triangle qui s’intersectent avec le cercle
(de centre D le milieu de AB) en E et F, puis en notant l'intersection M et N
des droites oranges avec le cercle, je me suis rendu compte que les segments EF
et MN sont de méme longueur. J’ai alors posé J le milieu de EF et L le milieu
de MN, puis j’ai tracé les perpendiculaires & EF et MN passant par J et L. Elles
s’'intersectent en D par une propriété‘sur les cordes du cercle.

En changeant les angles du triangle ABC en déplagant le point C, les hauteurs
changent donc la longueur EF aussi. Mais finalement, en imposant L(MN)=L(EF)
avec toujours M et N sur le cercle, puis en notant R le point de réflexion tel
qu’une boule partant de M et se réflechissant sur AB arriverait en N, alors il
existe un angle 0 en rose tel qu’en déplacant le point vert sur le cercle pour
arriver a cet angle, le début de trajectoire en orange ainsi formée soit & nouveau
une trajectoire périodique pour un triangle modifié suffisamment proche de celui
de départ, comme ci-dessous:
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Aprés avoir lu la méthode des générateurs, j’ai compris que ce point de vue était
finalement un reflet de cette premiére méthode: en déplacant le point vert, on
ne change pas le code de la trajectoire périodique.

J’ignore si ce point de vue est pertinent ou fructueux pour I’étude des généra-
teurs. Il faudrait étudier les conditions sur ’angle § telles que ’on ait toujours
une trajectoire périodique pour ce code, et faire pareil avec d’autres codes, puis
voir comment se comporte l'angle § suivant les différents codes. Tout ceci est
seulement une idée et je ne garantis pas qu’une certaine logique y émerge, rien
a priori ne le justifie pour 'instant.

Néanmoins je tenais & la mentionner car c’est tout de méme un autre point de
vue sur la méthode des générateurs et qui a I'avantage de faire un lien direct
et facile entre les hauteurs du triangle et une trajectoire périodique. Je ne sais
pas encore si c’est propre au code de ma trajectoire mais je trouve assez remar-
quable qu’il faille seulement faire pivoter le segment issue des hauteurs EF sur
le cercle du triangle pour parvenir & une trajectoire périodique pour le triangle.
Je pense que ce n’est pas un hasard et que c’est le cas pour les autres codes
de trajectoires périodiques. Chercher des informations sur les trajectoires péri-
odiques en termes de points sur le cercle du triangle, en relation avec les points
d’intersections des hauteurs du triangle sur le cercle pourrait étre fructueux.
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3 Trajectoires périodiques dans un polygone ra-
tionnel

Dans cette partie, nous étudions l’existence de trajectoires périodiques sur des
polygones rationnels en utilisant cette fois le cadre des systémes dynamiques.

Définition 3.1. On dit qu’un angle o est m-rationnel s’il est multiple rationnel
den: o =", (m,n) =1,n>0. Un polygone est alors appelé rationnel si tous
ses angles sont w-rationnels.

Nous prouverons le théoréme suivant:

Théoréme 3.2 (Théoréme d’existence, Masur (1986) [4]). Tout polygone ra-
tionnel posséde une infinité de trajectoires périodiques. De plus, toute trajectoire
qui commence perpendiculairement d’un coté et qui ne touche pas de sommet est
périodique.

On se donne un polygone P & n cotés, d’aire 1 dans le plan muni d’un repére
orthonormé orienté dans le sens trigonométrique.

Notation: A partir d’'un c6té ¢; = c¢,41 de référence, on note ¢; les cotés
successifs dans le sens trigonométrique. L’angle «; est la valeur absolue de
I’angle intérieur entre les cotés ¢; et ¢;+1. Le sommet s; est 'extrémité commune
a ¢; et ¢;11- Si P est rationnel, on note «; = 227, (my, n;) = 1.

Uz

3.1 La dynamique discréte

Soit P un polygone rationnel, 9P son bord. Le billard sur P peut étre vu comme
un systéme dynamique sur 'espace OPx] — Z, Z|.

Définition 3.3 (Espace des phases X’ version discréte). Soit S l’ensemble des
sommets de P. L’espace des phases de la dynamique discréte est | esous ensem-
ble des couples (point du bord, angle) de (OP\S)x] — %, Z[ correspondant aux
vecteurs unitaires basés sur le bord du polygone et qui pointent vers un point du
bord du polygone différent d’un sommet. On note X cet espace.

Remarque: on pourrait éventuellement prendre en compte les sommets et dire
que la trajectoire s’arréte a 'instar du jeu de billard classique. Ceci permettrait
de rendre la notation plus limpide mais il faut ensuite faire des modifications
sur les définitions qui suivent et finalement cela rend inutilement le tout bien
T T
[

plus compliqué. Par abus de notation, on abrége ensuite X en OPx] — 7, %
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Définition 3.4. Transformation du billard associée o la dynamique discréte:
Vapplication T : X — X qui associe au couple (X, o) € X le couple (Y,5) € X
de telle sorte que si une boule part d’un bord selon (X, ), elle se réfléchira en
une autre position (Y,[) ou (B est l'angle de réflexion selon les lois de Snell-
Descartes. Un angle nul correspond a une réflexion perpendiculaire a un point
du bord du polygone P, si ce point n’est pas un sommet.

Remarque: la transformation est continue et injective. En effet & vitesse con-
stante, pour une position, direction et un temps donné ¢, une seule position et
direction envoie la boule vers cette premiére position et direction en un temps
t.

Remarque: la transformation est bijective sur X privé des points (z, ) tels
que la trajectoire dans le passé de (z,«) (c’est a dire partant du point (z, —«))
finisse dans un sommet en un temps fini.

Remarque: on retrouve & travers T' le vocabulaire de la théorie des groupes.
Si on appelle G = {T™,n € Z} le groupe des itérations de 7', on définit une
action de G sur les points de X ou T est bijective. L’orbite de y € X est alors
I'ensemble O, = {T"(y),n € Z}.

On dit que l'orbite O, est périodique si la suite de points de O, a partir de n = 0
est périodique. Cela revient aussi & dire que le stabilisateur St, est différent de
I’ensemble vide. Il est clair que cela correspond & une trajectoire périodique.

Remarque: ici la dynamique est discréte car on s’intéresse seulement & la
position de la boule au moment des rebonds, donc sur un intervalle de temps
discret. Dans la prochaine section, on utilisera une autre dynamique: la dy-
namique continue.

Etant donnée une orbite discréte, on obtient une orbite continue en remarquant
qu’entre deux rebonds consécutifs aux temps tq et t1, la trajectoire est rectiligne
donc Porbite continue de y sera O, = {(y(t)),t),t € [to;t1]} si y(t) désigne le
vecteur (position, sens)e (P x S') de la boule a I'instant ¢y + t. Réciproque-
ment, orbite discréte s’obtient & partir de ’orbite continue en ne retenant que
les informations sur les bords de P.

3.2 Directions possibles pour une trajectoire

Etant donnée une trajectoire déterminée par un point dans X', ses changements
de directions possibles par réflexion sur les cétés du polygone sont en nombre
fini. En effet, au lieu de changer la direction de la trajectoire, on peut la pro-
longer en une ligne droite en faisant plutot réfléchir le polygone par rapport
au coté d’incidence. La trajectoire sera donc une ligne droite mais on observe
clairement que chaque changement "d’orientation" du polygone signifie que la
trajectoire a changé de direction. Si ’on retombe & une méme "orientation" de
polygone, cela signifie que la trajectoire revient selon la méme direction. Plus
de précisions seront apportées dans la suite de cette partie et surtout dans la
prochaine partie ou ’on parlera d’angle relatif du polygone.
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On montre ici que les "orientations" possibles du polygone correspondent aux
produits possibles d’un certain groupe de réflexions issues des cotés du polygone
et que ce groupe est fini.

Définition 3.5 (Groupe des déplacements du polygone G(P)). Le groupe des
déplacements du polygone est I’ensemble engendré par les réflexions d’azxes dirigés
par les cotés du polygone P: ce sont des réflexions affines. Concrétement, ces
transformations appliquées a P produisent en fait son dépliage.

Les éléments de G(P) sont conjugués & des réflexions linéaires par des transla-
tions. Notons ~; la relation de translation.

Définition 3.6 (Groupe des réflexions du polygone O(P)). Le groupe des réflex-
ions du polygone est l’ensemble des réflexions linéaires ainsi obtenues. Plus
précisément O(P) est obtenu & partir du quotient G(P)/~, en prenant comme
représentants des classes d’équivalences les réflexions linéaires.

On peut observer qu'il s’agit d’un sous-groupe de O(2,R), le groupe orthogo-
nal du plan. On dit que G(P) est projeté sur O(2,R) en quotientant par les
translations.

Soit (d;) la droite passant par I'origine paralléle a ¢; et R; la réflexion par rapport
a (d;), pour chaque i € [n]. Le sous-groupe O(P) issu la projection de G(P) sur
O(2, R) est donc I'ensemble des transformations engendrées par les réflexions
{Ri, i € [n]} et alors O(P) =< Ry;...; Ry, >.

Définition 3.7 (Groupe diédral). Soit n € N, un groupe diédral D,, est un
groupe de la classe d’isomorphisme des groupes engendrés par un élément a
d’ordre 2 et un élément b d’ordre n sous la relation bab = a. En terme de
présentation, D, =< a,bla®, b", baba~" >. On peut vérifier que D,, contient 2n
éléments.

Notation: R(«) désigne la rotation d’angle « dans le sens trigonométrique.

Exemple 1. Par exemple pour n € N, étant donnée une réflezion R, < R, R(%“) >=
D,,. En effet, une réflexion est d’ordre 2, R(%’r) d’ordre n et on peut vérifier
que R(2%) - R- R(2Z) = R. On vérifie également que < R, R(2X) > contient 2n
éléments: les réflexions par rapport aux droites d’écart angulaire %,i € [2n—1]
avec la droite correspondante & R. On construit alors un isomorphisme par
’homomorphisme injectif qui envoie R sur a et R(%ﬂ) sur b. Il y a bijection car
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les deux groupes ont le méme nombre d’éléments.

Ici R détermine concrétement les éléments du groupe. En effet, dans le contexte
des isométries du plan, étant donnée une réflexion R, il existe un unique groupe
< R,R(%’r) >. On dit que R fize un représentant pour la classe d’équivalence
des isomorphismes de D,,.

Propriété du sous-groupe diédral: soit 0 < n < m. Soient G,, et G,, des
groupes isomorphes aux groupes diédraux d’ordre n et m respectivement. Si n|m
et si G, et GG, possédent un élément d’ordre 2 en commun, alors G,, < G,,. On
admet cela dans le cas général mais dans le cas de 'exemple, la démonstration
est directe.

Théoréme 3.8. O(P) = D,, pour unn € N* & P est rationnel

Démonstration. On montre d’abord le sens direct (=) par contraposée.

Soient deux réflexions Ry et Ry;. Comme elles sont d’ordre 2, R;R;=identité
i € {1;2}. Ainsi, les éléments du groupe engendré par R; et Ry sont de 'une
des quatre formes suivantes:

RiRoR;..RiRoR1  RiRaRy..RaR1Ro
RoR1Ro.. RiRoR1  RoR1Ro...RaR1 Ry

On raisonne toujours dans le sens trigonométrique. On commence par montrer
que si 6 est I’angle aigu formé par les droites d; et ds, alors R1 Rs est la rotation
d’angle —260, R(—20). Pour le prouver, il suffit de considérer un vecteur v disons
d’angle « par rapport & do, puis lui appliquer la transformation R; R, c’est &
dire Ry puis R;.

Alors v subit d’abord une rotation d’angle —2a et devient v/, puis v’ subit une
rotation d’angle —2(8 — ) et devient v, ce qui fait un total de —26.

Donc R;...Rs correspond a R(—2n#) pour un n € N. De plus (RiR2)~! =

Ry 'Ry = RyR; en tant qu’éléments d’un groupe et (R Ry)~! = R(26) puisque

ce doit étre l'inverse de la rotation R(—26) = R; Ra.

Ou a alors que < Ry; Ro >= {R(2n0); R; X R(2nf#);n € Z;i = 1;2} et donc si 0

est rationnel, < Rj; Ry > est un ensemble fini.

A Tinverse, si P n’est pas rationnel, il existe un angle «; de P qui est multiple
irrationnel de 7 et donc < R;; R; 11 > est infini.

Ceci fournit le sens direct (=) du théoréme par contraposée puisque < R;; R; 11 >C<
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Ry;...; R, >= O(P) et alors O(P) est infini donc isomorphe & aucun groupe dié-
dral.

On montre maintenant le sens indirect (<) du théoréme. On suppose que
P est rationnel: o; = 7:::7‘(, (m;,n;) = 1.

Soit N = ppme(n;), nous allons montrer plus précisément que O(P) est le groupe
diédral Dy associé & une réflexion par un de ses cotés et la rotation d’angle %’T
Etudions les éléments possibles M =[], R;; avec i; € [n].

Comprenons d’avantage < Ri; R > dans le cas ou 0 est w-rationnel. Par les ob-
servations précédentes, on peut simplifier certaines occurrences dans les quatre

possibilités par:

RiRy; = R(20); RoRy = R(20)™"; RyRy = 1.

Alors < Rj; Ry > est exactement le groupe engendré par R; et R(26), c’est &
dire < Ry; R(20) >. Or, il existe k tel que R(20)F = R(2Z) par le théoréme de
Bézout en se rappelant que 6 = ™; (m,n) = 1.

Ainsi < Ry; Ry >=< Ry; R(27) > et Ry est d’ordre 2. Donc < Ry; Ry > est un
représentant de la classe d’isomorphisme de D,, fixé par Ry ou bien R.

Pour le cas général de plusieurs réflexions, on procéde par double inclusion.

Tout d’abord, pour un n € N, définissons GG,, comme le groupe engendré par R;

et R(%’“), qui est isomorphe & Dy .

Pour linclusion < R;;i € [n] >C G, soit M €< R;;i € [n] >: M = R;,..R;,,

pour un m > 2 et des indices dans [n]. On écrit M = Ry R R;,...R;, , avec Ry

qu’on note R;, ou R;,.

Les angles entre les droites associées d;, et d;,, , issues des cotés indexés par les

réflexions sont clairement rationnels car ce sont des sommes de 6;,i € [n]. On
Tk

les note 8y, = ok, (zk,yr) = 1. Par construction, pour tout k € N : y;, divise N.

Tm )

On suppose par récurrence que R;; € Gy pour un j > 0.

Pour l'initialisation, il est clair que R; € G par hypothése sur Gy .

Par I'hypothése de récurrence R;; € Gy. Or, comme on I’a vu pour le cas de
2 réflexions, < R;; R, , >=< Rij;R(lej) >= Gy,. De plus, avec R;, pour
élément d’ordre 2 en commun: G,; < Gy par la propriété du sous-groupe dié-
dral car y; divise N. Ainsi R;,,, € Gy pour le représentant R; et 'hérédité est
démontrée. On conclut par récurrence.

Ainsi toutes les réflexions de M appartiennent au méme groupe Gy donc M €
Gp. Nous avons montré l'inclusion < R;;i € [n] >C Gy.

Pour lautre inclusion Gy C< R;;¢ € [n] >, comme R; et R(QW”) engendrent

G, il suffit de montrer que R(3F) €< R;;i € [n] >.

On procéde par récurrence sur le nombre k de réflexions R; en correspondance
avec les cotés cp;...;¢, de P dés que n > 3. On note N, = ppme(n;, i € [k]).
Soit Ay la propriété: R(if—’;) €< R;;i € [k] >.
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e A, est vraie par les calculs précédents.
e On suppose Ai_1 vraie et on montre Ay vraie:

On utilise Parithmétique élémentaire. On écrit Ny = ppme(ng,i € [k]) =
ppme(ppme(n;, i € [k—1]);ng) = ppmce(Nk—1;ng). On remarquera que N,, = N.
Sachant que par hypothése de récurrence R(%) €< Rii € [k —1] >C<
R;;i € [k] >, en utilisant cette rotation est la rotation engendrée par d,, — 1 et

d,, montrer Ay revient & montrer qu’il existe k1, ko € Z tels que:

D’abord R(i—:) €< R(%;—]’:”) > puisque c’est, équivalent a :

2 2
Ja€ Z: Ra(%) = R(n—w) < Ja € Z : mya = 1mod(ny)
k k

Cette équivalence est vraie par le théoréme de Bézout en se rappelant que
(mg,ng) = 1. 11 suffit alors de montrer qu’il existe k; et ko tels que:
k1 ko 1

ey ko € 2 - — —mod(1
b N1 ng Nkmo()

Ce qui est équivalent a:

ppme(Ny—1,ny) kl_i_pme(Nkfhnk)

dki1,ke € Z:
1,R2 € Nk_l Nk

ko = 1mod(ppme(Ni—1,nt))

a b

Cette derniére proposition est vraie par le théoréme de Bézout en remarquant

que (a,b) = 1.
Ainsi < R($%, Ry >= Dy, C< Ry, ..., R, >. L’hérédité est vérifiée, on conclut

sur Ay, par récurrence. A, : R(3F) €< R;;i € [n] > est démontrée.
O

Conclusion: O(P) = Dy et Card(Dy) = 2N donc le nombre de directions
possibles pour une trajectoire est borné supérieurement par 2/NV.
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3.3 Préservation de la mesure par la transformation

Définition 3.9. Soit un espace topologique X et une mesure p. Une transfor-
mation T : X — X préserve la mesure p si: VA C X : u(T71(A)) = u(A)

Nous montrons ici que la mesure p sur ’espace des phases pour la dynamique
discrete X donnée par du(t,0) = cos(#)dtdf préserve la transformation 7' du
billard associée & la dynamique discréte. On a bien que p est une mesure car
c’est un produit d’une fonction continue avec la mesure de Lebesgue dtde.

Soit A C X, on peut décomposer A en sous-ensembles disjoints A; ;,1,j € [n] ou
A; j est ensemble des (y,8) € Atel y € ¢; et (y,8) = T(x,a) pour (z,c) € A
et x € ¢;. Cette décomposition est possible car la transformation est continue
et injective.

Soient donc ¢; et ¢; deux cotés du bord du polygone formant un angle .

Par définition de la mesure p et en notant D =] — 5; 5[, ¢; = [0, ¢;] par soucis
de clarté:

N(Ai,j):/ //C]IA ) cos(¢)dsde

w(T (A ) = /T—l(A,-,J) wu(t, 9) / /c Lp-1(a,,)(t,0)cos(0)dtdd

et

On peut paramétrer la transformation du billard par:

T:(t,0) = (5(t,0), @(t,0))

ol 9
_ 0 g gy —a—d.

Polygone
6=16224°

¥ a=3038° {

Donc le déterminant de dT est det(dT(t,0)) = %ﬁfe)) Oun a par la formule

de changement de variables usuelle:

= cos(0)
/D/lelAi,j(S,é)coS(@dsdcﬁ—/D/C ﬂAi,j(S(t,G),<I>(t,9))~cos(¢(t,9))|—m|dtd9

/ / Lp-1(a, ,)(t,0) cos(0)dtdd

Donc on a bien u(A;;) = p(T71(4;;)). Par additivité de pu pour les A; ;
disjoints on obtient u(T~1(A)) = u(A), T préserve la mesure p.
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3.4 Théoréme de récurrence de Poincaré, 1899

Théoréme 3.10. Soit X un espace topologique mesuré de volume fini. Soit T
une transformation sur X préservant le volume pour la mesure de X. Pour tout
ouvert non vide, il existe un point x € U qui retourne a ce voisinage U par
la transformation: In > 0 : T"x € U. De plus, l’ensemble des points qui ne
retournent pas dans U est de volume nul.

Démonstration. Nous démontrons seulement la premiére partie du théoréme,
principalement inspirée de [6].

Ou considére les pré-images successives de T pour U: {{T7"U = {z: T"(x) €
U}, n € N}. Elles ont le méme volume par ’hypothése sur 7. Comme le volume
de l'espace X est fini, des images s’intersectent. Donc il existe £ > 1 > 0 on a
T=FUNT'U # 0 et alors T-*= DU NU # ) ou autrement dit T+~!(z) € U
pour un z € U: x est le point recherché avec n =k — [ O

Remarque: un raisonnement un peu rapide serait d’appliquer ce théoréme &
la dynamique pour X et dire qu'un point de X de direction perpendiculaire
revient toujours & un voisinage aussi petit que 'on veut. Comme le nombre de
directions est fini, ce point reviendrait aussi avec une direction perpendiculaire
et donc la trajectoire serait périodique. C’est ce raisonnement qui est effectué
dans [6], mais j’ignore si ’on peut choisir ainsi le point qui retourne au voisinage
de tel sorte que sa direction soit perpendiculaire. Le théoréme de récurrence de
Poincarré ne mentionne pas cela a priori.

3.5 Une sous-dynamique s’impose

Pour contourner le probléme de la derniére remarque, on considére 1’ensemble
des points: B = {(x,0),z € L} C X pour L un segment arbitraire de longueur
quelconque € > 0 inclus dans le cotés c;. B correspond alors a ’ensemble des
trajectoires perpendiculaires & L. On sait que le nombre de directions possibles
pour ce faisceau de trajectoires est 2N. On note 6y ces directions aprés avoir
posé 61 = 0. B C X. On introduit alors une sous-dynamique sur le sous-espace

des phases:
2N n

Y= U U(cixﬂk)cé’(
k=11i=1
La transformation T définie pour la dynamique discréte est bien toujours une
transformation pour cette sous dynamique. On munit ) de la mesure:

n

dV(t, ok) - Z 1, (t) : f(Zv k)dt

=1

ou f(i, k) est un coefficient servant a ramener I’épaisseur du faisceau se réfléchissant
sur ¢; suivant la direction 05 a la valeur e. Par exemple si as est strictement
aigu, alors f(2,0) = @ pour des raisons géométriques.

cos(0)

——; €. Par
cos(Or+> 55 o)

On trouve explicitement par la loi des sinus: f(i,k) =

23



construction de f(i,k): v(B) = v(T(B)).

Lorsque le faisceau rencontre un sommet, il se divise en deux, mais ce n’est pas
problématique. En effet, & chaque fois que I'on touche un sommet, ’épaisseur
du faisceau ne change pas car un point dans B qui toucherait un sommet est
de mesure nulle pour la mesure v. Soit £ C B l’ensemble des points de B qui
toucheront un sommet par itérations de 7. On peut se demander si v(E) > 0.
Ce n’est pas le cas puisqu’on peut toucher a chaque réflexion un nombre fini
de sommets. Le faisceau se diviserait peut étre en un nombre exponentiel de
sous-faisceaux mais comme on progresse en un temps discret, F est un ensemble
dénombrable de points et donc v(E) = 0. La somme de ’épaisseur des sous-
faisceaux reste égale a e.

De plus, comme les trajectoires issues de B sont perpendiculaires, T' est bijectif
sur B sauf en les points de B dont 'image par 7" est un sommet. Soit F' cet en-
semble de points et soit 7! la transformation inverse de T sur I’ensemble ot T’
est bijective. Par v(B) = v(T(B)) et par bijectivité: v(B\F) = v(T~Y(B\F)).
Or F' C FE est de volume nul par le raisonnement précédent donc v(B\F) = v(B)
et v(TY(B)\F) = V(T_lB) ot T~ B est ici la pré-image de B par T. Finale-
ment v(B) = v(T~!B). T préserve la mesure v.

Le volume de l’espace des phases ) par rapport a la mesure v est fini. En
effet:

2N n n

/dV—ZZ/ () fi, k)dt = chzfzkdt<+oo

k=111=1 i=1 k=1

Ou plus simplement v(Y) = 2N Y_"_| ¢; quand on se rappelle que I’on intégre dv
suivant toutes les directions 6 sur tout les cotés, mais que les f(i, k) rameénent
finalement l'intégrale & la longueur des ¢;.
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3.6 Conclusion sur le théoréme d’existence

Nous sommes en position de démontrer le théoréme |3.2

Démonstration. On considére un point y € B C ). Comme le volume de ) par
rapport a la mesure v est fini et que T' préserve la mesure v, on peut appliquer
le théoréme de récurrence de Poincaré pour l'ouvert U = B. Il existe un point
x € B qui retournera par 1" & 'ouvert B et donc de maniére perpendiculaire &
c1. La trajectoire rebroussera alors encore chemin et ’on aura une trajectoire

périodique.
On a donc montré que les trajectoires perpendiculaires périodiques sont denses
parmi toutes les trajectoires perpendiculaires. O

Remarque: Masur a démontré par la méme occasion que pour un départ
quelconque d’une trajectoire sur le bord, les directions pour laquelle elle est
périodique est dense dans | — s g[ Ceci implique finalement que les points
périodiques dans I'espace des phases sont denses. Mais sa démonstration utilise
des outils plus complexes que ceux utilisés dans ici. [4]

Remarque: néanmoins les trajectoires périodiques sont infiniment rares comme
nous pourrons le voir dans la prochaine partie.

Remarque: on passe beaucoup de temps & démontrer le théoréme 3.8. En
fait, certains passages ne sont pas indispensables pour la démonstration, méme
si je les ai gardé pour diverses raisons:

e Nous avons juste besoin de montrer que O(P) est fini. Montrer que
O(P) = Dy est plus long mais je pense qu’il est intéressant de le savoir
et de le montrer.

e Introduire la dynamique sur X et montrer que la mesure y est préservée
par T n’est pas utile. Je I’ai gardé car c’est tout de méme un exemple de
mesure préservée par 1.

e Démontrer le théoréme de récurrence de Poincaré n’est pas nécessaire.
On peut 'utiliser implicitement. Je I’ai fait explicitement pour souligner
comment le théoréme d’existence renvoie & ce concept important et utilisé
aussi dans d’autres champs que celui de la dynamique.

La démonstration peut étre trés courte. Pour le nombre fini D < 2N de direc-
tions, il suffit de faire la premiére inclusion de la démonstration du sens indirect
du théoréme 3.8.

Ensuite, de maniére intuitive et trés claire, on considére B comme un segment
ouvert de longueur € inclus dans ¢y sur lequel part perpendiculairement un
faisceau de trajectoires. A chaque réflexion, ’épaisseur totale du faisceau est
toujours bornée inférieurement par €. On peut rencontrer des sommets: le fais-
ceau se divise alors en sous-faisceaux mais cela ne fait pas diminuer ’épaisseur
totale de tout les sous-faisceaux. On fera attention a distinguer ’épaisseur d’un
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sous-faisceau avec celle de la portion du bord sur laquelle il se réfléchit: cette
portion est toujours supérieure & 1’épaisseur du sous-faisceau. De plus, les dif-
férents sous-faisceaux se réfléchiront & différents instants mais toujours en temps
fini donc pour on peut effectuer un nombre aussi grand que 'on veut d’itérations
pour un temps assez long.

Ensuite on considére D copies du bord 9P du polygone auxquelles ont associe
une unique direction parmi les directions possibles. A itérations, ’ensemble des
sous-faisceaux se réfléchissent sur certains cotés selon une direction possible 6;,
on colorie sur la copie de direction associée 0; la trace du sous-faisceau sur le
bord 9P. A chaque itérations, on doit donc colorier d’une longueur d’au moins
€ > 0 une partie des bords de I’ensemble des D copies. Comme les bords sont de
longueur finie, on devra au bout d’un moment colorier une partie déja coloriée.

D - L(9P)

Plus exactement, ceci arrivera avant au moins + 1 itérations ou

sessions de coloriage. Ceci signifie qu’il existe dans B = {(x,0),z € L} C X
deux points y et zet j =i+ p>i >0 tels que :

Ti(y) =T'(z) & T'(T7(y) = T'(z) & T*(y) = =

ou la derniére équivalence suit de I'injectivité de 7T'. Ainsi y est envoyé sur z par
T. Comme ce sont des points "perpendiculaires", la trajectoire partant de y est
périodique. C’est bien ce raisonnement qui m’a conduit & la sous-dynamique
introduite plus haut.

On a donc une borne supérieure sur le nombre de rebonds p de la trajectoire
périodique obtenue & partir du segment ouvert B de longueur € puisque:

D»E(@P)J P VN-,C(aP)J +1

péjg{
€ €

Ensuite, € est borné par la longueur du coté ¢; sur lequel on prend B. On sait
donc qu’il existe une trajectoire périodique de taille inférieure & :

{QN-E(E)P)J_*_l

maxi<;j<n C;
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Remarque personnelle: ces trajectoires sont dites perpendiculaires car elles
possédent un angle droit, donc deux. On cherche des trajectoires périodiques
dont D’essence est le principe de rebondir selon un méme angle & un méme
point, donc une invariance dans I’espace de phase ou bien l’espace du poly-
gone lui-méme. En s’intéressant & ces trajectoires perpendiculaires, on espére
faciliter la recherche de trajectoires périodiques en se servant directement de la
propriété d’invariance par réflexion. Effectivement, le seul rebond qui rend in-
variant ’angle d’incidence et de réflexion sur le bord du polygone est le rebond
perpendiculaire.

Je pense que c’est cet angle droit qui permet de les exhiber plus facilement
que les autres trajectoires périodiques non-perpendiculaires. En effet, elles sont
dégénérées. D’une certaine maniére, elles sont appauvries en détail puisqu’on
ne voit pas de cycle dans leur forme au sein du polygone, comme une ellipse qui
se serait refermée sur elle-méme et ’on ne verrait plus qu'un segment. J’aime
penser que c’est par cet appauvrissement, qu’on peut gagner en facilité d’étude
et d’extraction mais qu’on perd fatalement en gamme de solutions. On aboutit
alors & certaines solutions de triangles qui les contiennent, mais les angles de
ces triangles sont discrets sur l’ensemble des angles possibles. Jusqu’a main-
tenant, avec ce que j’ai pu voir dans différents articles, je crois qu’il n’existe
pas encore de démonstration pour trouver des trajectoires périodiques via les
trajectoires perpendiculaires pour un certain continuum de polygones (ensemble
de polygones dont les angles varient dans un intervalle continu non réduit & un
point), par exemple les triangles aigiies, et cela ne m’étonnerais pas qu'’il n’y
en ait pas. Pour toutes ces raisons, je trouve les trajectoires perpendiculaires
peu révélatrices du probléme des trajectoires périodiques, notamment dans les
triangles. Tandis que la méthode de Fagnano permet de trouver des trajectoires
périodiques pour tous les triangles aigus. Il serait intéressant de montrer qu’il
est impossible de couvrir un continuum de solutions par les trajectoires perpen-
diculaires.

Il semble que la propriété d’invariance de la transformation dans ’espace des
phases, c’est a dire la propriété qu’a un point de I’espace des phases a revenir a
lui-meme au bout d’un certain nombre d’itérations par la transformation (donc
invariance par la transformation) soit plus subtile que cela. Cette propriété ne
pourrait pas se résoudre & la simple utilisation d’invariance de la réflexion sur
le bord. Pour qu’il y ait invariance d’une trajectoire dans le polygone, il sem-
ble nécessaire de jouer en méme temps sur les deux paramétres de 1’espace des
phases (bord, direction) et pas seulement le premier ou le deuxiéme séparément.
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4 Trajectoires non-périodiques dans un polygone
rationnel

Dans cette partie, nous étudions la quantité et le comportement de trajectoires
non-périodiques en utilisant le cadre de la dynamique continue.

Voici un comportement possible pour une trajectoire non-périodique:

Définition 4.1. Une trajectoire est dense si elle traverse tout disque ouvert du
polygone.

Nous prouverons ce théoréme :

Théoréme 4.2 (Le théoréme de densité, Katok et Zemljakov (1975)). Pour
tout polygone rationnel et pour toute direction 0 sauf un nombre dénombrable
de directions, toutes les trajectoires de direction 6 sont denses dans la surface
de translation.

Le théoréeme de densité dit que pour une position et une direction de mise en
mouvement quelconques, la boule de billard traversera n’importe quelle zone du
polygone avec probabilité 1.

4.1 La dynamique continue

Soit P un polygone rationnel et P son bord. On place le polygone dans le plan
euclidien muni d’un repére orthonormé, orienté dans le sens trigonométrique.
On introduit une nouvelle dynamique pour le billard sur P en définissant un
nouvel espace des phases X: Pensemble (P x S1) U (9P x] — 5, 50). Clest une
dynamique continue car on note désormais la position de la boule & chaque in-
stant, repérée par sa position x € P et sa direction 6 € [0, 27[= S!.

La transformation de la dynamique continue sur le polygone est alors ’application
T : X x [0; +oo[— X qui associe aux coordonnées ((x,8),ty) € X x [0;+00[
d’une boule a 'instant ¢y 'unique point (y, 5) € X décrivant le mouvement de
la boule & l'instant ¢y +t. T est discontinue sur le bord de P. Aux sommets, on
pourra considérer que la trajectoire stagne.

Comme on 'a déja un peu vu dans la section [3.2] pour étudier la trajectoire,
on peut aussi bien déplier le polygone par réflexion. Le principe est le suivant:
Etant donnée une trajectoire dans le polygone déterminée par un vecteur, au
lieu de faire réfléchir la trajectoire sur le prochain coté d’incidence, on la pro-
longe dans le plan euclidien et on déplie le polygone P par une réflexion d’axe
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dirigée par ce coté.
Par réflexion du polygone, on permet a la trajectoire de conserver sa direction

par rapport au repére du plan.
1

B
S
K

pd
2
P
1 /
J
ol I 1 2d;3 4 5 6 7

4.2 La surface de translation

Dans cette partie, nous allons définir une surface sur laquelle une trajectoire
quelconque posséde cette propriété d’invariance pour la direction.

On considére toujours P dans le plan euclidien muni d’un repére orthonormé,
orienté dans le sens trigonométrique. On défini d’abord le revétement universel.
On construit les suites (Up,n € N) et (B,,n € N) par la récurrence:

Uy = Py = P. On note By = {[A1, B1], ..., [Ak(0), Br(0o)|} les cotés de Uy = P
qu’on appelle ici le bord de Uy. Plus généralement OP les cotés d’un polygone
P. Soient B,, = {[A1, Bi], ..., [Ak(n), Br(m)]} le bord de U,. On pose N(0) = 1
et N(n) le nombre de polygones contenus dans U,,.

Dans I’étape n, pour chaque j € {1,...,k(n)},[A;, B;] appartient & un poly-
gone P; de U,, soit P’ 'image de P par la réflexion de direction B; — A;. On
note Py(n)4; = P’ et U' = U,. On colle Py,)4; & U’ en considérant 1'union
disjointe de U’ et P’ et en identifiant chaque point de [A;, B;] a son image par
la réflexion. On pose de plus B(,41,5) = Bny1 U (OP'\[4;, Bj]).

Enfin lorsque j = k(n), on pose N(n + 1) = N(n) + k(n), Buy1 = Bmti kn))
et Un+1 = UI.

Définition 4.3. Le revétement universel U de P est ['union croissante homéo-
oo
morphe au plan U = J;-, U;.

On considére les polygones P; du revétement universel. Le repére privilégié du
plan introduit pour P est aussi valable pour les images P; issues du dépliage.

Définition 4.4. Sur une relation entre certains polygones de U:

e Lors de la construction du revétement universel, si on marque le poly-
gone de départ par deux fleches perpendiculaire, de longueurs différentes
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et qu’on applique leur réflexions par rapport différents cotés, l’angle re-
latif d’un polygone P; par rapport a celui de départ P = P, est alors
l'angle de rotation pour passer des deux premiéres fleches aux deux fleches
réfléchies du polygone déplié en question, a translation pres.

Par exemple, si P; est un carré obtenu par rotation de 3 a partir de Py,

jus

I’angle relatif vaut 5 et non 0.Par exemple, les angles relatifs des carrés
sur la figure sont déterminés par l'orientation des fleches noires.

o On définit la relation ~p pour P; ~p P; si les deux polygones images ont
le méme angle relatif. On peut vérifier que c’est une relation d’équivalence.

e On appellera polygone représentant un polygone représentant une classe
d’équivalence pour ~p.

On sait par le théoréme 3.8. que pour un polygone rationnel P, son orbite par
Paction de O(P) = Dy est finie. Ainsi, les angles relatifs possibles pour le
polygone sont en nombre fini et il y a un nombre fini de classes d’équivalence
pour ~p.

Définition 4.5. On appelle surface de translation S d’un polygone P la surface
obtenue par identification des polygones de méme angle relatif S = U/~ .. L’aire
de S est finie en tant que somme d’aire des polygones représentants d’une classe
d’équivalence.

Prouvons que S est effectivement une surface

Dans la pratique, on construit et visualise S en formant d’abord un patron
@, une surface avec un bord, sur laquelle on voit apparaitre chaque face de
la surface de translation et o les cotés du bord sont identifiés deux a deux.
Sur l'exemple du carré, ce sont les 4 carrés en trait plein. Un patron n’est
généralement pas unique pour un méme polygone. En identifiant les bords des
quatre carrés, on obtient une surface sans bord qui peut se voir comme un tore.

Le patron @) n’est pas toujours contenu dans le plan. Par exemple, le triangle

rectangle 7 (%, %7 %r) se déplie en faisant deux tours autour du coin de plus
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petit angle.
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Définition 4.6. Sur certains points particuliers de S:
o Un point marqué est un sommet d’un polygone représentant, vu dans S.

e Soit un point marqué p issu d’un sommet d’un polygone représentant. On
note 0 = tw,(m,n) = 1 langle ayant pour base ce sommet. On appelle
degré d’un point marqué le plus petit entier naturel de la forme d(p) =
%T’",k' € N*. Il correspond au nombre de tours nécessaires par dépliage
du polygone représentant autour du sommet pour parvenir a un polygone
de méme angle relatif.

o Une singularité est un point marqué de degré supérieur ou €égal a 2.

La subtilité est que, par superposition de polygones représentants autour d’une
singularité s dans le plan, il existe d(s) segments ouverts de méme pente partant
de la singularité, mais deux & deux disjoints dans S car appartenant aux d(s)
polygones autour de s. On peut donc aller vers la singularité selon une méme
direction puisque c’est le plan qui détermine la direction, mais en étant dans
deux représentants différents. Afin de représenter un voisinage d’une singularité
s du patron @ dans le plan, on échelonne ’angle du sommet associé & s par
un facteur ﬁs). Un tour dans la construction d’avant correspond maintenant &

ﬁ tours. Comme les angles sont rationnels, on fait un nombre fini de tours
donc le degré est fini. Un exemple ici avec s = 3 ot I'on voit alors que les lignes

droites se courbent:
// 1 \‘

image tirée de ||§|, section "Billiards in polygons", page 66
Pour 'exemple du carré, il n’y a pas besoin d’une contraction. Pour une ligne
touchant le point marqué dans le tore, on peut simplement la faire continuer
tout droit. Le sommet du carré n’est pas une singularité mais c’est tout de

i iy
Ca-—il
o
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méme un point marqué.

Nous montrons que les droites et les directions sont bien définies sur S sauf
aux singularités. C’est en ce sens que nous disons que S est une surface.
Deux cas sont a distinguer:

Considérons un point de l'intérieur d’un polygone représentant d’une classe
d’équivalence. V un de ses voisinages contenu dans le polygone. Pour chaque
angle 6, notons E(6, P') ’ensemble des intersections DNV’ ou D est une droite
de pente 6 et V' est la préimage de V dans le représentant P’ de la classe
d’équivalence en question. Alors, le recollement effectué pour passer de U & S
induit une bijection entre chaque E(6, P') et E(6, P”) ou P’ et P"” sont deux
représentants quelconques de la classe d’équivalence. Ainsi, I’ensemble des pro-
jections sur S des droites de E(6, P’) ne dépend pas du représentant P’.

Une droite de pente 6 au sein d’une classe d’équivalence dans S est alors définie
comme une telle projection.

Considérons un point du bord de deux polygones représentants adjacents. V un
de ses voisinages contenu dans 'union des deux polygones. Pour chaque angle
0, notons E(0, P’, Q") ’ensemble des intersections DNV’ ou D est une droite de
pente 6 et V’ est la préimage de V dans les représentants P’ et Q' de deux classes
d’équivalence qui sont adjacents dans U. Alors, le recollement effectué pour
passer de U a S induit une bijection entre chaque E(0, P, Q') et E(0, P",Q")
ou (P, Q) et (P”,Q") sont deux couples de représentants adjacents quelcon-
ques des deux classes d’équivalence. Ainsi, ’ensemble des projections sur S des
droites de E(0, P’,Q’) ne dépend pas des représentants adjacents P’ et Q’.
Une droite de pente 6 traversant deux classes d’équivalence est alors définie
comme une telle projection. En conséquence, on a défini ce qu’est une droite
avec une direction 6 € [0, 27| au sein d’une classe d’équivalence et & travers deux
classes d’équivalence adjacentes dans S .

On peut alors parler de ligne ou géodésique dans la direction 6 au sein de S
sauf pour les singularités. Par abus de langage, on dira que c’est une surface
sur 'ensemble de 'espace topologique quotient S. S est homéomorphe au plan,
les directions varient dans S*.

Remarque: les patrons dans le sens courant ne forment pas toujours une sur-
face de translation: les patrons du cube, par exemple, consistent en 6 carrés
donc plusieurs carrés de méme direction (il y a 4 directions). Donc certains ne
seront, pas recollés correctement pour permettre la notion de direction.
Remarque: le patron du triangle 7 (7, %’r, %) autour du plus petit angle est
un octogone. Aprés le recollement des bords, on obtient donc le double-tore
T24T2.

Remarque: pour 'exemple de ’angle %", on peut voir localement le sommet
comme le sommet d’un cone de hauteur \ﬂ?)) On parle pour cela de singularité

conique.
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4.3 Dynamique sur la surface de translation

On introduit une dynamique continue sur S similairement & celle sur P.

Définition 4.7 (Transformation de la surface de translation). [’espace des
phases correspondant devient: X = S x S'. On définit une transformation
T de la surface de translation : X x [0;+oo[— X. D’abord pour des temps
petits, une trajectoire de direction 6 va traverser un petit nombre de faces et
on peut donc la dessiner sur un patron. Pour un petit temps t, la transfor-
mation envoie le point x de la surface de translation qu’on identifie au patron
sur le point y du patron correspondant au point de la trajectoire depuis x en
ligne droite dans la direction 6 au bout de t unité de temps. Ensuite on pro-
longe auzx temps quelconques en composant plusieurs fois la dynamique en petit
temps: T(T((z,0),t),0),s) =T((x,0),t+s). Jusqu’au temps t, on dessine sur
un patron, puis du temps t au temps t + s on dessine peut étre sur un autre
patron. Mais par les propriétés de la surface de translation, les patrons se su-
perposent convenablement lorsque l'on considére la surface de translation, donc
cette composition est possible.

On impose par définition que la trajectoire stagne aux points marqués: si s est
un point marqué, T(s,0,t) = (s,0), Vt, 6.

Cette définition est valide. Comme on l’a vu, que 'on soit & lintérieur d’un
polygone représentant ou sur un bord, la notion de ligne droite est définie donc
on peut aller dans la direction #. La transformation a été définie pour justifier
le fait que l'on parle d’une dynamique. Néanmoins on considérera par la suite
la notion de flot:

Définition 4.8 (Flot Fy). La transformation T, restreinte aux points qui ne
touchent jamais les singularités, préserve l’angle theta : T((x,0),t) = (y,0).
Donc, y est de la forme Fy(x,t). On obtient la transformation ou flot Fp :
S x [0, +o0[— S. Le flot Fy est la transformation l'ensemble des trajectoires
de méme direction 0 vues dans la surface de translation.

Si I’on considére une direction § = 6y dans le polygone de départ P = Fy, le flot
Fp correspond par construction aux trajectoires de direction 6; dans le polygone
P;, ou 0; et P; sont respectivement la i-iéme image de 6y et Py par I’action de
O(P) = Dy.

Remarque: on désigne T'((z,0),t) par Fj(z).

Remarque: par construction, une trajectoire vue dans S a toujours la méme
direction. C’est ce qui fait 1'utilité de ces surfaces pour I’é¢tude des trajectoires.
Une trajectoire de méme direction peut sous certaines conditions étre trans-
latée continument sans que cela n’affecte trop les propriétés de la trajectoire de
départ. On verra notamment comment cela simplifie I’étude globale des trajec-
toires possibles dans le billard.
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4.4 Démonstration du théoréme

Nous allons maintenant démontrer le théoréme Celui-ci dit que pour tout
polygone rationnel et pour toute direction 6 sauf un nombre dénombrable de
directions, toutes les trajectoires de direction # sont denses dans la surface de
translation.

On se donne donc un polygone P. On raisonne désormais selon les 3 niveaux
issus de P: un des patrons @) représenté en jaune dans la figure ci-dessous, la
surface de translation S et le revétement universel U correspondant. On donne
d’abord quelques définitions propres & la démonstration.

Définition 4.9 (Les types de trajectoires). Une trajectoire est:
o Réguliere si elle ne touche aucun point marqué dans U
e Séparatrice si elle touche un et un seul point marqué dans U
o FExceptionnelle si elle connecte deuzx points marqués dans U

Définition 4.10 (Direction exceptionnelle). Une direction dans S est excep-
tionnelle si il existe une trajectoire exeptionnelle dans cette.

Remarque: lorsque l'on traverse un point marqué, ces trajectoires dans S
ne correspondent pas A des trajectoires dans le polygone. En effet, dans P la
trajectoire s’arréterait. Si on les prolonge par des lignes de méme direction dans
S, elles ne correspondent plus & des trajectoires d’une boule dans P. On parle
de feuilletage.

Définition 4.11. Une trajectoire est dense dans S si tout disque ouvert de
S de rayon € > 0 contenu dans la surface de translation est traversée par la
trajectoire, pour tout e > 0.

Définition 4.12. On appelle flot minimal un flot dont toutes les trajectoires
sont denses.

Des feuilles réguliéres (en noir), une feuille séparatrice et une feuille exceptionnelle (en orange et vert.)
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Trajectoire de direction 6 dense dans Q. la trajectoire, représentée en noire, intersecte le petit disque que 'on a agrandi.

Démonstration du théoréme étape par étape:

Etape 1 : toute trajectoire de direction non-exceptionnelle est non-
périodique.

On prouve la contraposée. Soit t une trajectoire périodique sur S. Si elle est de
direction exceptionnelle, la contraposée est juste. Elle ne peut pas étre sépara-
trice car en touchant un point marqué dans S, elle toucherait au moins le méme
point marqué dans U en y revenant par périodicité, mais alors la trajectoire
serait exceptionnelle, donc la direction serait exceptionnelle.

Alors elle est réguliére. Comme il y a un nombre fini de points marqués dans S
et que t posséde un nombre fini de segments vu dans le patron @, par périodic-
ité, il est possible de translater légérement ¢ en ¢’ d’une distance r > 0 de sorte
que t’ aussi ne traverse pas de point marqué et soit donc toujours périodique par
conservation de la direction et de la suite de cotés que touchent les trajectoires
de t & t’. Sila trajectoire n’était pas périodique, il y aurait un nombre infini de
segments et I’on ne pourrait pas garantir qu’en translatant ¢, on ne traverse pas
de point marqué.

Etape 2: lemme

Lemme 4.13. Soit une trajectoire non-périodique « issue d’un point P qui
n’atteint pas de point marqué. Pour tout segment I =P, Q[ dans S perpendicu-
laire a la direction de la trajectoire, la trajectoire traversera le segment pour un
temps suffisamment long.

Q

Prouvons ce lemme. Sans perte de généralité on peut dire que la direction de «
est verticale. Il suffit de faire pivoter la figure ou le repére privilégié de w/2 — 0,
ce qui ne change pas la propriété de densité. Soit I =|P, Q[ un segment ouvert
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horizontal.

On duplique I en un segment J qui lui coincide initialement puis on translate
J vers le haut d’une distance h dans la surface de translation S, tant que J
n’intersecte pas le segment I. Soit Ry, = {Fy(z,t) : x € J,t € [0, h]} la marque
de cette translation. C’est un rectangle qu’on appelle la bande.

Si ’on ne rencontre jamais de point marqué, comme ’aire de S est finie, J devra
intersecter I.

image tirée de [2|
Si & un moment, pour un certain hy > 0, J rencontre un point marqué Sy. Alors
par réversibilité il existe un chemin de Sy & un point Qg € I dans le rectangle
Rp,. Ce chemin fait partie d’une séparatrice verticale ou d’une trajectoire ex-
ceptionnelle. On définit alors Iy =] P, Qo[ et J1 =] By, So| ou By est 'extrémité
gauche de J a la hauteur hy. Ensuite on poursuit la translation avec ce nouveau
segment Jj.

A

A chaque rencontre d’un point marqué, le rectangle contient une nouvelle sé-
paratrice verticale définie en partant depuis ce point marqué et en allant vers
le bas. A partir d'un point marqué, on peut aller vers le bas de différentes
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maniéres, contrairement aux autres points réguliers. Ou pareillement, on peut
aller vers un point marqué suivant plusieurs chemins de méme direction. Mais
comme le degré du point marqué est fini, ce nombre de chemins est fini (section
7).

De plus, on se rappelle que dans S, il y a un nombre fini de points marqués.
Donc au total, le nombre de maniéres de rejoindre un point marqué en allant
vers le haut est fini. Autrement dit, il y a un nombre fini de séparatrices verti-
cales.

Ainsi, on peut dans le pire des cas rencontrer tous les points marqués et chacun
par tous les chemins possibles mais ce sera un nombre fini de fois et le processus
de réduction de I’épaisseur du rectangle s’arrétera. On note I’ =|P, Q'[ le seg-
ment issu de cette réduction, ot @’ est le dernier point de I lors de la réduction
qui menait & un point marqué avant que la bande ne se réintersecte. Alors on
translate le segment I’; la hauteur h de la bande augmente et donc la surface
de la bande d’épaisseur strictement positive augmente jusqu’a dépasser ’aire de
S. Or, la bande est toujours contenue dans S. On conclut alors que le segment
I’ devrait ré-intersecter le segment initial I avant de retoucher éventuellement
un point marqué déji rencontré.

Ensuite, on a deux possibilités:

Si l'intersection se fait de telle sorte que la feuille « intersecte I’, alors elle in-
tersecte I et le lemme est démontré.

Si l'intersection se fait sans que a n’intersecte I, ¢’est a dire par la gauche sur la
figure, alors on poursuit 'allongement avec la bande qui dépasse & gauche. Suiv-
ant le méme raisonnement que précédemment, cette bande intersectera I’ mais
cette fois-ci, ce ne peut étre que par I'autre coté. En effet, notons Q" le point
appartenant & I’ qui est envoyé sur P par la transformation. Ce point arrive en
P pour la premiére fois en un temps tg. Considérons la bande dépassante qui
intersecte par la gauche le segment I’. 1l existe donc un point X € F /5(I', o),
c’est & dire sur la bande dépassante a la méme ordonnée que P, qui est envoyé
sur P pour la premiére fois en un temps ;.

image tirée de |2,
Considérons alors le point Y = F/5(X,t; —to). Alors Y est envoyé sur P en un
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temps tg par T. Or la transformation est injective du moment qu’elle ne touche
pas de point marqué. Donc Y = @ dans S.

Si t; —tg < 0 alors la bande de départ issue de I’ s’intersecte au bout d’un
temps tg — (to — t1) = t1 < tp ce qui est contradictoire car ¢y est par hypothése
le premier instant ot la bande issue de I’ s’intersecte.

Si t1 — tg > 0 alors on effectue le méme raisonnement avec la bande dépassante
qui arrive en Y = Q" en un temps t; — (t1 — tg) = to < t; donc intersecte I’ en
ce méme temps, ce qui est contradictoire avec 'hypothése sur ¢;.

Finalement le lemme est démontré.

Etape 3: une trajectoire de direction non-exceptionnelle est dense
Soit S une trajectoire de direction non-exceptionnelle; elle est non-périodique
(étape 1). On note A = 3 dans S. Alors 3 dense < A=S.

Par ’absurde, si 8 n’est pas dense alors il existe une bande vide d’épaisseur

non-nulle.

Soit un disque ouvert D C S\ A de rayon maximal. Alors il existe P € 9D tel
que P € 5.

Oun considére un point @ € D de tel sorte que | P, Q[C S\ A soit transverse a 3.
Du point P on initie une trajectoire o de méme direction que 8. a € 8 = A.
On peut initier la trajectoire du point P selon la direction de f vers le haut
ou vers le bas. Si dans les deux sens on rencontre un point marqué, alors la
trajectoire passant par P en partant d’'un point marqué et atteignant ’autre P
est exceptionnelle, donc la direction de 5 est exceptionnelle, ce qui est contra-
dictoire avec I’hypothése sur 3.

Or, par le lemme (étape 2), o € A intersecte I =]P,Q[: |P,Q[Z S\A. Ce qui
est contradictoire avec |P, Q[C S\ A.
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Etape 4: il y a un nombre dénombrable de directions exceptionnelles.
Les point marqués sont en nombre dénombrable puisqu’on déplie sur un inter-
valle de temps discret les polygones lors de la construction de #. Comme les
points marqués sont en nombre dénombrable, le nombre de couples de points
marqués lest aussi. Or & deux directions exceptionnelles différentes correspon-
dent (au moins) deux couples de points marqués différents. Ainsi il y a plus de
couples de points marqués que de directions exceptionnelles, donc le nombre de
directions exceptionnelles est dénombrable.

Conclusion.
e Une trajectoire de direction non-exceptionnelle est dense
e Les directions exceptionnelles sont dénombrables

Seules les trajectoires de directions exceptionnelles peuvent ne pas étre denses.
Comme ces derniéres sont en nombre dénombrable, toutes les trajectoires sont
denses sauf pour un nombre dénombrable de directions, ce qui est bien I’énoncé
du théoréme de densité.

Sur 'exemple ci-dessous ou est représenté en jaune un patron de la surface de
translation, on illustre I’étape 1 ot 'on translate une trajectoire ¢. Disons que
I’on commence une trajectoire ¢ au niveau de la fleche de gauche bleue. Quand
elle touche la fleche rose, elle réapparait alors & un autre endroit dans le patron,
par identification de bord, mais toujours selon la méme direction. Comme ¢
est périodique, elle finira par revenir en haut. les trajectoires translatées de t
a t’ suivent la méme configuration donc finalement on peut voir ’ensemble des
bandes comme formant un cylindre dans S d’épaisseur r dont les cercles aux
bords sont ¢ et ¢'.

Ce cylindre ne peut pas étre épaissi a I’infini car il existe des points marqués. En
translatant ¢ en ¢’ dans la surface, on atteindra forcément un point marqué. Mais
par conservation de la périodicité tout au long de la translation, la trajectoire
ultime ' qui touche ce point marqué est périodique. Pour les raisons que nous
avons évoquées au premier paragraphe de cette étape, la trajectoire est alors de
direction exceptionnelle.
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Remarque: concernant l'interprétation du début, il est facile de faire le lien
entre la densité sur la surface de translation et la densité sur le billard. Chaque
ouvert de P reste un ouvert de S suite au dépliage puisque P est alors plongé
dans S. Etant traversé dans S, il le sera dans P. On pourrait aussi étudier la
réciproque pour aller plus loin.

Remarque: nous avions vu que dans un polygone rationnel et pour une tra-
jectoire donnée, la trajectoire adopte un nombre fini de directions possibles. On
peut alors se demander si chaque ouvert du polygone rationnel sera traversé
par la trajectoire selon toutes les directions possibles. C’est le cas. 11 suffit de
considérer 'ouvert dans la surface de translation, provenant de 'ouvert original
et contenu dans le polygone déplié, associé & la direction possible choisie. Par
le théoréme la trajectoire traverse 'ouvert dans la surface de translation et
en revenant au polygone de départ, la trajectoire traverse donc ’ouvert original
dans la direction possible choisie.
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4.5 Vers le théoréme de Kerckhoff, Masur et Smillie, 1986

Le théoréme de densité affirme alors que pour un ouvert quelconque dans un
polygone rationnel muni d’un repére orienté et pour presque toute direction 6,
toutes les trajectoires initiées selon la direction 6 traversent une infinité dénom-
brable de fois I'ouvert. On peut en effet décomposer I'ouvert en une infinité
dénombrable de sous-ouverts et la trajectoire les traversera tous par densité
dans §. On peut se demander si, au bout d’un temps trés grand, le temps passé
par la boule & 'intérieur est le méme d’un ouvert & l'autre, proportionnellement
a la taille de 'ouvert. Autrement dit, les trajectoires sont-elles équidistribuées
dans S§?7 Le théoréeme de Kerckhoff, Masur, Smillie (ou KMS) démontre que
c’est le cas. C’est un résultat important en systéme dynamique. Le théoréme
de densité est souvent appelé théoréme de KMS faible pour souligner qu’il est
le fruit de cette propriété bien plus forte.

En termes mathématiques, le théoréme de KMS revient & montrer qu’il y a
unique ergodicité au sein de la surface de translation pour Lebesgue presque
toute direction 6. Voici un apercu du vocabulaire qui rentre en jeu:

Définition 4.14 (Mesure ergodique par rapport & une transformation). Une
mesure invariante p est ergodique par rapport & une transformation T si tout
sous-ensemble mesurable pour est de mesure pleine ou nulle pour : YA mesurable
pour p, T1(A) = A = u(A) = 0. On dit que la transformation est ergodique
pour la mesure p.

Remarque: l'ensemble M1 (S) des mesures invariantes par 7' sur S n’est pas
vide et il est convexe.

Remarque: un théoréme moins trivial est que les points extrémaux de I’ensemble
des mesures de probabilité invariantes sont les mesures ergodiques.

Définition 4.15 (Unique ergodicité pour un flot Fy). Un flot Fyp sur une surface
de translation S est uniquement ergodique s’il existe une seule mesure ergodique
de probabilité invariante par rapport au flot.

Pour une démonstration du théoréme de KMS, on pourra s’orienter vers [2] et
[5]. Cette démonstration se fait en deux étapes. La premiére étant le critére
de Masur, qui pour une direction 6 fixée, donne une condition suffisante sur S
pour que Fy soit uniquement ergodique. La deuxiéme étape consiste alors &
montrer que le critére de Masur est satisfait sauf pour un nombre dénombrable
de directions.
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